Der Hodograph einer elliptischen Bahn

Tragt man alle auftretenden Geschwindigkeitsvektoren einer Trajektorie vom gleichen Punkt aus
ab, so liegen deren Spitzen auf einer Kurve, die man den Hodographen der Bahn nennt.

Der Hodograph einer elliptischen Bahn ist ein Kreis (Hamilton 1846). Dafiir geben wir hier einen
Beweis, der nur auf dem Gravitationsgesetz von Newton, den Eigenschaften von Ellipsen und dem
Cosinussatz beruht. Auf den Einsatz von Analysis konnen wir vollstandig verzichten, wenn wir die
potentielle Energie im Kraftfeld einer kugelférmigen Masse als bekannt voraussetzen.

Diese Arbeit wurde durch den Artikel “An algebra and trigonometry-based proof of Kepler's first
law" von Akarsh Simha im Am. J. of Phys. 89 (11) vom November 2021 angeregt.
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1 Das Quadrat der Geschwindigkeit als Funktion des Abstandes r

Die Gesamtenergie E einer kleinen Masse m im Gravitationsfeld einer grossen Masse M ist nach
Newton gegeben durch
1 2 G N M -m

E=-.m-
2mv r

(1)
Wir nehmen an, dass die Gesamtenergie negativ ist. Akarsh Simha zeigt in seinem Artikel, dass sich
dann der kleine Korper auf einer elliptischen Bahn um den grosseren bewegt.

Der Fallkreis (Leitkreis, circular directrix, cercle directeur) fiir diese Ellipse hat den Radius 2 - a.
In jenem Abstand von M ware die kinetische Energie des kleinen Korpers gerade null. Ein Beweis
dieser Tatsache findet sich ebenfalls im eingangs erwahnten Artikel von Akarsh Simha. Es gilt also

1 G-M-m G-M-m
FE=2Z.m-v2— — 2
oMV r 2.3 (2)
Daraus erhalten wir fiir v2 den Ausdruck
G-M 2-G-M
vi=— + (3)

a r

Im nachsten Schritt ersetzen wir die Variable r durch den Winkel ¢ zwischen dem Vektor r und
dem Vektor, der von M zum ‘Perihel’ der Bahn zeigt.

Mehr zum Fallkreis findet sich in “Kepler 09.pdf “ auf
https://www.physastromath.ch/material /mathematik /keplernewton/



2 Das Quadrat der Geschwindigkeit als Funktion des Winkels ¢

Esist FFP=2-a—rund F'F =2-a-&, wenn a wie iblich die grosse Halbachse der Ellipse und ¢
die numerische Exzentrizitat bezeichnen. Nach dem Cosinus-Satz gilt

(2-a—r)?=r*4+(2-a-€)>-2-r-2-a-¢-cos(180° — o)
Elementare Umformungen fiihren zu

a?-(1—-€’)=r-a-(1+e€-cos(p))
und damit zu

(1 —¢g2
po 2 d-e) (@)
1+¢€-cos(p)
(4) ist die Polarform der Ellipsengleichung, im Zahler steht das Quermass p .

Setzen wir das in (3) ein erhalten wir den folgenden etwas umstandlichen Ausdruck fiir v2:

5 G-M 2-G-M-(1+¢-cos(p))
vi=— +
a a-(1—-¢2?)

oder

o [2:6:M G-M] [£2:G-M
~la-(1—¢€?2) a a-(1—g2)

} - cos(p) (5)



3 Wenn der Hodograph ein Kreis wire ...

Der Hodograph ist genau dann ein Kreis, wenn es zwei Konstanten h und p gibt, so dass fiir alle
Geschwindigkeiten gilt

vZ=h?>+p?—2-h-p-cos(180° — ) = h* + p*> +2-h- p- cos(t) (6)

Wir beniitzen also nochmals den Cosinus-Satz. Dabei ist p der Radius des Kreises, und 180° — 1
ist der Winkel, welcher der Seite v im Dreieck mit den Seiten v, h und p gegeniiber liegt. Die
Bedeutung von v werden wir im nachsten Abschnitt erkennen.

\

|V5| = h+pist die maximale Geschwindigkeit der kleinen Masse m im Punkt des kleinsten Abstandes
von der grossen Masse M, also im ‘Perihel’.

Wir bestimmen nun die Werte von h und p so, dass die Gleichungen (5) und (6) bis auf die
Bezeichnung des Winkels identisch werden. Dafiir muss gelten

2-G-M G-M

(i) h2+p2=a.(1_82)— .
y €-2-G-M
(i) 2-h-p= )

h und p gehen symmetrisch in die Gleichungen ein. Bei einer elliptischen Bahn muss aber h kleiner
sein als p, weil die Geschwindigkeit v; im ‘Aphel‘ negativ sein muss.



4 Die Berechnung von h und p

Mit dem Ansatz h = x - p gewinnt man aus den Gleichungen (i) und (ii) die quadratische Gleichung

e-x>—(14€*) x+e=0

mit den Losungen x = € und x = 1/e. Da h kleiner sein muss als p, kommt nur die Losung x = €
in Frage. Es gilt somit

h=e-p (7)

Ersetzt man jetzt in der Gleichung (ii) die Variable h durch € - p, so erhalt man sofort

GM
. . 2: .  —_—
2-€-p 2-¢€ )
und damit
G-M
2 __
p _a'(l_gg) (8)

Elementare Rechnungen zeigen, dass mit (7) und (8) auch (i) erfiillt ist.

G-M
a-(1-—e¢2?)
auf die Bezeichnung des Winkels. Wenn aber fiir alle Geschwindigkeiten und alle Winkel ¢ gilt

Mit h=¢-pund p = werden die Gleichungen (5) und (6) tatsachlich identisch bis
W +p>+2-h-p-cos(p)=v2=h>+p>+2-h-p-cos(y)

dann gilt cos(¢) = cos(®) fiir alle Winkel ¢ € [0°,360°].

Nach der Figur im Abschnitt 3 gilt vy = —p-sin(¢) und v, = h+ p - cos(9). Daraus folgt mit der
Figur im Abschnitt 2, dass die beiden Winkel ¥ und ¢ gleich sein miissen:

Y= 9)



5 Zusammenfassung

Der Hodograph der Bewegung einer kleinen Masse im Gravitationsfeld einer grossen Masse ist also
fiir negative Gesamtenergien ein Kreis.

Es gelten dabei die folgenden Beziehungen:

G-M-m

Etot:_ 2. 3

_ o a(1-¢?) P
re) = 14+¢e-cos(p) 1+e€-cos(p)

[ M _ |e-m
S VT G2y B V™

h=¢-p

VZ=h>4+p?>+2-h-p-cos(p)

.+ (0 —sin(y)
Das Quermass p ist dabei zu unterscheiden vom Radius p des Hodographen.

Bei der Herleitung haben wir nur allgemeine Eigenschaften von Ellipsen und den Cosinus-Satz
eingesetzt. Auf Analysis-Kenntnisse kann vollstandig verzichtet werden, wenn das Potential des
Newton'schen Kraftfeldes als bekannt vorausgesetzt wird.



