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1 Etwas VektoranalysisEs gelten die folgenden Re
henregeln:a) (~a � ~b) 0 = ~a 0 � ~b + ~a � ~b 0b) (~a � ~b) 0 = ~a 0 � ~b + ~a � ~b 0
) ~a � ~a 0 = j~aj � j~aj 0 = a � a 0 (wir s
hreiben allgemein v für j~v j)d) j~aj = konst.) ~a 0? ~aBeweise:a) (a1b1 + a2b2 + a3b3)0 = a01 � b1 + a1 � b01 + a02 � b2 + a2 � b02 + a03 � b3 + a3 � b03 =(a01 � b1 + a02 � b2 + a03 � b3) + (a1 � b01 + a2 � b02 + a3 � b03) = ~a 0� ~b + ~a � ~b 0b) ddt a2b3 � b2a3a3b1 � b3a1a1b2 � b1a2 = 



a02b3 + a2b03 � b02a3 � b2a03a03b1 + a3b01 � b03a1 � b3a01a01b2 + a1b02 � b01a2 � b1a02 =




a02b3 � b2a03a03b1 � b3a01a01b2 � b1a02+



a2b03 � b02a3a3b01 � b03a1a1b02 � b01a2 = ~a 0� ~b + ~a� ~b 0
) ~a � ~a 0 = 12 � (~a � ~a 0 + ~a 0� ~a) = 12 � (~a � ~a) 0 = 12 � (a2)0 =12 � (j~aj2) 0 = 12 � 2 � j~aj � j~aj 0 = j~aj � j~aj 0 (= a � a 0)d) j~aj = konst.) (mit 
), elegant und exakt)~a � ~a 0 = a � a 0 = a � 0; also ~a ? ~a 0oder ans
hauli
h:
b ~a d~aj~aj = konst.) d~a ? ~a !
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2 Bahnen in zentralen Kraftfeldern sind ebenSatz: Die Bahn eines Körpers in einem zentralen Kraftfeld ist eben.Beweis: Sei also ~F = m � ~a parallel zu ~r : m � ~r 00 = � � ~r .Dann gilt ~r 00k~r und daher ~r 00� ~r = ~0. Somit ist für ~w =def ~r � ~v = ~r � ~r 0~w 0 = (~r � ~r 0) 0 = ~r 0 � ~r 0 + ~r � ~r 00 = ~0 +~0 = ~0.Wenn aber die Ableitung von ~w konstant ~0 ist, so ist ~w selber konstant, ~w = ~r � ~v istinvariant.~r und ~v stehen aber immer senkre
ht zu ~w , liegen also immer in der Ebene dur
h denNullpunkt, die senkre
ht ist zu ~w . 2~w ist ni
ht mit der Winkelges
hwindigkeit ! zu verwe
hseln, wel
he (wie wir glei
h sehen werden)keineswegs konstant ist.Physikalis
her gespro
hen:Bewegt si
h ein Massenpunkt m am Ort ~r mit ~v , so ist sein Bahndrehimpuls bezügli
h einer A
hsedur
h ~0, die senkre
ht steht auf ~r und ~v glei
h~̀= ~r � ~p = ~r � (m � ~v) = m � (~r � ~v) = m � ~w:Der Bahndrehimpuls kann si
h aber in einem zentralen Kraftfeld ni
ht ändern, da das Drehmoment~M = ~r � ~F immer ~0 ist, da ~r und ~F (anti-)parallel sind!Somit muss ~̀= m � ~w in einem sol
hen Kraftfeld konstant bleiben.Die Sa
he ist deutli
h komplizierter im System Erde-Mond oder gar Sonne-Erde-Mond, da dieKörper ni
ht fest sind (Gezeitenströme usw.) und au
h ni
ht kugelförmig.
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3 Der Flä
hensatzKeplers zweites Gesetz (von ihm als erstes gefunden . . . ) lautet:K2 �In glei
hen Zeitintervallen überstrei
ht die Verbindungsstre
ke von der Sonne zum Planetenglei
he Flä
hen.�Wel
he Flä
he überstrei
ht diese Verbindungsstre
ke in einem kleinen Zeitintervall �t?~v(t) � �t = �~s~r(t +�t)~r(t) �A
�A = 12 � A = 12 � j~r(t)� (~v(t) � �t)j = 12 � �t � j~r (t)� ~v(t)j = 12 � �t � j ~w j = 12 � w � �tEs gilt also dA = 12 � w � dt, und w ist konstant!Die im Zeitintervall [t1; t2℄ überstri
hene Flä
he ist somitA = t2∫t1 dA = t2∫t1 12 � w � dt = 12 � w � t2∫t1 1 � dt = 12 � w � (t2 � t1)In glei
h langen Zeitintervallen werden also tatsä
hli
h glei
h grosse Flä
hen überstri
hen.Das zeigt au
h, dass die Winkelges
hwindigkeit ! variabel sein muss. Wird j~r j kleiner, so muss na
hK2 die Winkelges
hwindigkeit ! grösser werden.Keplers Flä
hensatz ist äquivalent dazu dass der Bahndrehimpuls konstant ist.
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4 Die GesamtenergieErst jetzt nehmen wir das 1=r2-Gesetz hinzu:� G �M �mr3 � ~r = m � ~r 00 ∣
∣
∣
∣
∣
: m ; �~r 0 = ~v� G �Mr3 � ~r � ~r 0 = ~r 00� ~r 0 = ~v � ~v 0Na
h 1 
) ist aber ~r � ~r 0 = r � r 0 und ~v � ~v 0 = v � v 0 . Somit� G �Mr3 � r � r 0 = v � v 0 = 12 (v2) 012 (v2) 0 + G �Mr2 � r 0 = 0

(12 � v2 � G �Mr ) 0 = 0 ∣
∣
∣
∣
∣

∫ ; �m12mv2 � G �M �mr
︸ ︷︷ ︸

= konst. = EtotEkin + Epot = EtotDie Gesamtenergie ist also die zweite Invariante, die wir antre�en (die erste war der Vektor ~w).Wir haben auf dieser Seite zum ersten Mal das 1=r2-Kraftgesetz benutzt. Es stellt si
h die Frage,ob man dieses au
h umgekehrt aus den Keplergesetzen herleiten kann. Die Antwort ist �Ja�! Sie�nden sol
he Herleitungen in den Skripten Kepler_02.pdf, Kepler_03.pdf und Kepler_06.pdf.
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5 Ein nützli
her Einheitsvektor
~r~e ~e 0 ~v = ~r 0

De�nition: ~e = 1r �~r
� Es gilt r � ~e = ~r� Der Winkel zwis
hen ~e 0und ~v ist immer spitz� wegen j~ej = 1 folgt na
h 1 d) ~e ? ~e 0� ~e liegt wie ~r immer in der Bahnebene, somit liegt au
h ~e 0 in dieser, und es gilt immer~e ? ~w und ~e 0? ~w� es ist ~e 0 = (~rr )0 = r � ~r 0 � r 0� ~rr2 (Quotientenregel)� es ist j~e 0 j = wr2 gemäss der folgenden Re
hnung:j~e 0 j =! j~e 0� ~e j = ∣

∣
∣
∣

1r2 � (r � ~r 0� r 0� ~r )� ~e ∣∣∣∣ = 1r2 � ∣∣∣∣r � (~r 0� ~e )� r 0� = ~0(~r � ~e)
︸ ︷︷ ︸

∣
∣
∣
∣ =1r � j~r 0� ~e j = 1r2 � j~r 0� ~r j = 1r2 � j~r � ~v j = wr2
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6 Die ents
heidende InvarianteBehauptung: ~u = ~v � ~wG �M � ~e ist ein konstanter Vektor in der Bahnebene.~u liegt si
her in der Bahnebene, da ~v � ~w ? ~w und gemäss 5 au
h ~e ? ~w .Wir zeigen nun die Konstanz von ~u dur
h ~u 0= ~0:~u 0 = 1G �M � (~v 0� ~w + ~v � ~w 0)� ~e 0 es ist aber ~w 0= ~0= 1G �M � (~r 00� ~w)� ~e 0= 1G �M �(�G �Mr3 � ~r � ~w)� ~e 0 na
h dem Kraftgesetz von Newton *)= �G �MG �M � 1r3 � (~r � ~w)� ~e 0= + 1r3 � ( ~w � ~r)� ~e 0= 1r2 � ( ~w � ~e)� ~e 0Diese beiden Summanden sind aber identis
h:� beide stehen ? auf ~w und ? auf ~e� beide haben den Betrag wr2� beide zeigen in dieselbe Ri
htung (etwa jene von ~v), haben also denselben Ri
htungssinn.Es ist also ~u 0 = ~0 und damit ~u = konstant. 2*) Hier brau
ht man das 1=r2-Kraftgesetz. Für jeden andern Exponenten als 2 ergibt si
h, dass ~uni
ht konstant ist, dass also die Apsidenlinie ni
ht fest liegt im Raum. Deren Stabilität ist also einexperimenteller Beweis dafür, dass der Exponent ni
ht von 2 abwei
ht!
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7 Bahnen im 1=r 2-Kraftfeld sind Kegels
hnitteMit dem Vektor ~u = ~v � ~wG �M � ~e gilt nuna) ~u � ~r = u � r � 
os'b) ~u � ~r = (~v � ~wG �M � ~e) � ~r = ~v � ~wG �M � ~r � ~e � ~r = 1G �M � ~r � (~v � ~w)� r � ~e � ~e=! 1G �M � (~r � ~v) � ~w � r � 1 = 1G �M � ~w � ~w � r = w2G �M � rZudem ist j~uj = u = konstant.a) und b) ergeben u � r � 
os' = w2G �M � r .De�nieren wir die 2 Konstanten (!) " := j~uj = u und p := w2G �M , erhalten wirr � " � 
os' = p � rr � (1 + " � 
os') = pr = p1 + " � 
os'Das ist aber wegen " = u = j~uj � 0 die Polarform eines Kegels
hnittes. 2Da ' der Winkel zwis
hen ~u und ~r ist, ist ~u der Vektor, der vom Nullpunkt zum S
heitelpunkt desKegels
hnittes zeigt. Bei der Ellipse eines Planeten zeigt ~u also von der Sonne zum sonnennä
hstenPunkt der Bahn, dem sogenannten Perihel.=! ) Beide Terme entspre
hen dem Spatprodukt [~r ; ~v; ~w ℄
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8 Exzentrizität und GesamtenergieAus der Geometrie wissen wir:" > 1 �! Hyperbelbahn } einmalige Gäste im Sonnensystem!" = 1 �! Parabelbahn0 < " < 1 �! Ellipsenbahn" = 0 �! Kreisbahn; ~u ist dann 0:Die Exzentrität " ents
heidet au
h über die Gesamtenergie des Körpers:"2 � 1 = ~u 2 � 1= (~v � ~wG �M � ~e)2 � 1= (~v � ~wG �M )2 � 2 � (~v � ~w) � ~eG �M + ~e 2 � 1 ∣
∣
∣
∣
∣
~e 2 = 1= v2 � w2(G �M)2 � 2G �M � ~e � (~v � ~w) ∣

∣
∣
∣
∣
~v ? ~w= v2 � w2G2 �M2 � 2r � G �M � ~r � (~v � ~w)= v2 � w2G2 �M2 � 2r � G �M � (~r � ~v) � ~w ∣

∣
∣
∣
∣
~r � ~v = ~w= v2 � w2G2 �M2 � 2 � w2r � G �M = 2 � w2G2 �M2 (v22 � G �Mr )= 2 � w2G2 �M2 �(Ekinm + Epotm ) = 2 � w2G2 �M2 �m � EtotalEtotal > 0 () " > 1 () HyperbelbahnEtotal = 0 () " = 1 () ParabelbahnEtotal < 0 () " < 1 () EllipsenbahnDer letzte Fall tri�t auf die Planeten zu, wel
he im Gravitationsfeld der Sonne 'gefangen' sind.Damit haben wir das erste Kepler's
he Gesetz bewiesen:K1 �Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.�
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9 Das dritte Gesetz von Kepler in einer ersten FassungK3 �Die Quadrate der Umlaufszeiten zweier Planeten verhalten si
h wie die dritten Potenzen ihrergrossen Bahnhalba
hsen.�Na
h dem Flä
hensatz 3 ist dA = 12 � w � dt.Integrieren wir das für eine ganze Umlaufszeit T , d. h. von 0 bis T , so müssen wir die ganzeEllipsen�ä
he erhalten:� � a � b = 12 � w � (T � 0) ∣
∣
∣
∣
∣
: 2�2 � a2 � b2 = 14 � w2 � T 2In 7 haben wir de�niert p = w2G �M , andererseits gilt für das Quermass p = b2a .Eingesetzt:�2 � a2 � a � p = 14 � p � G �M � T 2 ∣

∣
∣
∣
∣
: p�2 � a3 = 14 � G �M � T 2und darausa3T 2 = G �M4�2 = konstant *) 2G � GravitationskonstanteM � Masse des Zentralkörpers im Nullpunkta � grosse Ellipsen-Halba
hseT � Umlaufszeit des Planeten*) Aus den Werten von a und T lässt si
h o�enbar die Masse M des Zentralgestirns bere
hnen!Sie wissen damit, wie man die Masse des Jupiter oder diejenige der Sonne bestimmen kann.
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10 Eine notwendige KorrekturNa
h Newtons We
hselwirkungsgesetz (a
tio = rea
tio) wird ni
ht nur der Planet von der Sonne,sondern au
h diese vom Planeten angezogen. Tatsä
hli
h bewegen si
h die S
hwerpunkte der beidenKörper um den S
hwerpunkt S des Gesamtsystems:
b bb
M S mdM dmEs gilt M � dM = m � dm, also, mit r = dM + dmrdm = dm + dMdm = dm + mM � dmdm = 1 + mM1 = M +mM = 1 + mMDer Abstand des Planeten von der Sonne ist also um den Faktor 1 + mM = M+mM grösser alsderjenige vom S
hwerpunkt S, in wel
hen wir den Nullpunkt des Bezugssystems und damit dasKraftzentrum gelegt haben.Den kleinern Abstand von S können wir mit einem korrigierten Wert der Gravitationskonstantenkompensieren:Mit G0 = G � ( MM+m)2 stimmt der Betrag der Kraft wieder, au
h wenn wir mit dem Abstand dmvon O statt r re
hnen! So erhalten wir quantitativ korrekte Ergebnisse für die Ellipsenbahnen derbeiden Körper bezügli
h dem Nullpunkt in S.Nebenbei: Für die Erde und die Sonne gilt MM+m � 0:9990997 : : :
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11 Rü
ken wir die Sonne wieder ins Zentrum
bb bb b

b

b

A B CS DpMpmy x' rm
rMM

m

b0 = 12 � AC sei die grosse Halba
hse der von M bes
hriebenen Ellipse, a0 = 12 � BD sei diejenigeder Bahnellipse des lei
htern Körpers m.Na
h 10 gilt jederzeit MS �M = mS �m, die beiden Ellipsen sind also ähnli
h mit dem Stre
kungs-faktor mM .Es ist also b0 = mM � a0 und r = (rm + rM) = rm (1 + mM).Bezügli
h dem Nullpunkt M bes
hreibt also m ebenfalls eine Ellipse:r(') = Mm (') = rm (') � (1 + mM )= pm1 + " � 
os('+ 180Æ) � (1 + mM) = pm � (1 + mM )1� " � 
os'Das Minuszei
hen im Nenner des letzten Terms zeigt nur an, dass das Perihel hier links vomNullpunkt liegt. Der maximale Abstand der beiden Körper ist AD, der minimale ist BC. Für dieseEllipse gilt also2a = AD + BC = AB + BD + BC = AB + BC +BD = 2 � b0 + 2 � a0Somit a = a0 + b0 = a0 � (1 + mM ) = a0 �(M +mM )oder a0 = a � MM +m .Beoba
htet man ein Doppelsternsystem, so kann man also aus den gemessenen Bahnparameterndas Verhältnis der Massen bestimmen.
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12 Das dritte Keplergesetz in seiner allgemeinen FormZwei Körper sollen gravitativ aneinander gebunden sein. Beide laufen also auf einer Ellipse um dengemeinsamen S
hwerpunkt, die beiden grossen Halba
hsen bezei
hnen wir mit a0 und b0.Na
h 10 müssen wir aber die Gravitationskonstante G korrigieren zu G0, damit wir mit dem Abstandvom Nullpunkt re
hnen dürfen, der ja kleiner ist als der Abstand der beiden Körper voneinander.In 11 haben wir erkannt, dass m au
h eine Ellipse bes
hreibt um den S
hwerpunkt des andernKörpers M. Diese Ellipse habe die grosse Halba
hse a, und wir kennen das Verhältnis von a und a0.Jetzt setzen wir diese Teile zusammen. Es gilta3T 2 = a0 3 � (M+mM )3T 2 = (M +m)3 � a0 3M3 � T 2 =! (M +m)3M3 � G0 �M4�2= (M +m)3M2 � G � M2(M+m)24�2 = (M +m) � G4�2und wir haben das dritte Kepler's
he Gesetz in seiner allgemeinen Form gefunden:a3T 2 = G � (m+M)4 � �2Die Formel ist jetzt bezei
hnenderweise au
h symmetris
h in m und M.Beoba
htet man ein Doppelsternsystem lange genug, so kann man also die Summe der Massenund das Verhältnis der beiden Massen bestimmen. Damit kennt man dann die Massen der beidenPartner absolut!
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